Algoritma Pencarian Jalur Hamiltonian Pada Kubus Fibonacci dan Kubus Lucas by Ernastuti, Ernastuti
Proceeding, Seminar Ilmiah Nasional Komputer dan Sistem Intelijen (KOMMIT 2006) 
Auditorium Universitas Gunadarma, Depok, 23-24 Agustus 2006                                         ISSN :  1411-6286 
 
Algoritma Pencarian Jalur Hamiltonian                                                                                                             71                            
ALGORITMA  PENCARIAN JALUR HAMILTONIAN 
PADA KUBUS FIBONACCI DAN KUBUS LUCAS 
 
Ernastuti 
 
Fakultas Ilmu Komputer Universitas Gubadarma 
ernas@staff.gunadarma.ac.id
 
 
ABSTRAK 
 
Jalur Hamiltonian pada graf terhubung G  adalah suatu jalur yang melalui semua 
simpul  didalam G tepat satu kali. Masalah yang muncul adalah “Apakah graf G 
mempunyai jalur Hamiltonian ?”. Masalah pencarian jalur Hamiltonian pada graf G 
termasuk dalam kelas NP-complete (waktu pencariannya non polinomial). Namun, 
khusus untuk beberapa graf tertentu masalah pencarian jalur Hamiltonian bisa 
diselesaikan dalam waktu polinomial, seperti pada graf  kubus Fibonacci dan kubus 
Lucas.  Kubus Fibonacci dan Kubus Lucas adalah subgraf dari graf hypercube 
dimana simpul-simpulnya merupakan string biner order-p panjang-n ∈ {0,1}n  , dan 
dua simpul akan terhubung bila  stringnya berbeda 1 bit tunggal.  Simpul-simpul 
pada kubus Fibonacci merupakan string biner yang  tidak mengandung   subtring 1p   
, sedangkan pada kubus Lucas simpul-simpulnya merupakan  string biner yang tidak 
mengandung subtring 1p  atau  tidak mengandung  sekaligus subtring 1ℓ didepan dan  
subtring 1m  dibelakang  dengan ℓ + m ≥ p. Pada  makalah ini dibangun suatu 
algoritma pencarian jalur Hamiltonian pada kubus Fibonacci dan Lucas , kemudian 
ditunjuukan bahwa algoritma dapat diselesaikan dalam waktu O(N*logN), dimana 
N=2n adalah jumlah simpul kubus dimensi-n . Makalah ini membahas kubus 
Fibonacci dan kubus Lucas dimensi-n  khusus untuk  p=2. 
 
Kata kunci : Hypercube, kubus Fibonacci, kubus Lucas, string Fibonacci, string 
Lucas, kode Gray , jalur Hamiltonian. 
 
1.  PENDAHULUAN 
             
          Jalur Hamiltonian didalam graf 
terhubung G didefinisikan sebagai suatu 
perjalanan yang melewati setiap simpul ∈ G 
tepat satu kali.  Sebagai contoh :  Jalur 
Hamiltonian dari simpul b ke simpul h didalam 
graf Gambar 1  dapat melewati simpul-simpul 
b, a, e, f, c, d, g, h. Suatu jalur didalam graf 
terhubung G dikatakan Hamiltonian jika jalur 
tersebut mengandung semua simpul ∈ G.  
Karena itu, jalur Hamiltonian dalam graf 
dengan n simpul berisi tepat n − 1 garis.   Tidak 
setiap graf terhubung mempunyai jalur  
Hamiltonian.  
                                  
                                   
                                           
Gambar 1. Salah satu jalur Hamiltonian dari 
simpul b ke simpul h 
     
        Contoh graf pada Gambar 2 , tidak 
mempunyai jalur Hamiltonian.       
(Ernastuti) 
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                                                                                                                                                               (Ernastuti) 
 
 
Gambar 2. Contoh graf yang tidak 
mengandung jalur Hamiltonian 
Timbul pertanyaan : Apa syarat perlu dan 
cukup agar suatu graf mengandung jalur 
Hamiltonian ?. Masalah ini masih belum 
terpecahkan sampai saat ini . [6] Masalah ini 
pertama kali diajukan oleh seorang 
matematikawan terkenal Sir Wiliam Rowan 
Hamilton pada tahun 1859. Masalah pencarian 
jalur Hamiltonian pada suatu graf termasuk 
dalam kelas NP-complete (waktu pencariannya 
non polinomial). Namun, khusus untuk 
beberapa graf tertentu masalah pencarian jalur 
Hamiltonian bisa diselesaikan dalam waktu 
polinomial. Pada makalah ini ditunjukkan 
bahwa graf  kubus Fibonacci dan kubus Lucas 
yang merupakan subgraf dari graf Hypercube 
dapat ditemukan jalur Hamiltoniannya dengan 
waktu polinomial.  
 
2.  DASAR TEORI 
Definisi 1 :  Hypercube dimensi-n Qn atau 
disebut dengan Kubus-n adalah suatu graf 
terhubung dan tak berarah dimana setiap 
simpulnya diwakili oleh string biner panjang-n 
∈{0,1}n sedemikian sehingga setiap dua 
simpulnya akan terhubung bila diantara string 
biner yang mewakilinya berbeda tepat 1 bit. 
Jumlah simpul dalam Qn adalah N=2n. Setiap 
simpul mempunyai keterhubungan dengan n 
simpul lainnya. Jumlah simpul dalam Qn adalah 
n. Gambar 3 meperlihatkan hypercube Qn, 
untuk n=3,4. 
 
Gambar 3.  Hypercube Q3 dan Q4
       
 
Definisi 2 : Kubus Fibonacci adalah subgraf 
dari Hypercube yang terbentuk dari simpul-
simpul yang diwakili string biner panjang-n 
∈{0,1}n yang  tidak mengandung  subtring 1p  ,  
2 ≤p ≤ n 
 
Definisi 3 : Kubus Lucas adalah subgraf dari 
Hypercube yang terbentuk dari simpul-simpul 
yang diwakili string biner panjang-n ∈{0,1}n 
yang  tidak mengandung  subtring 1p atau  tidak 
mengandung  sekaligus subtring 1ℓ didepan dan  
subtring 1m  dibelakang  dengan ℓ + m ≥ p dan 2 
≤p ≤ n 
 
Gambar 4 dan Gambar 5 masing-masing adalah 
Kubus Fibonacci dan Kubus Lucas  untuk n = 
3, 4 dan p = 2. 
 
Gambar 4 . Kubus Fibonacci n=3 dan 4,  p=2 
             
Gambar 5 . Kubus Lucas  n=3 dan 4, p=2 
Definisi 4 : Jarak Hamming diantara 2 string ∈ 
{0,1}n adalah jumlah posisi bit berbeda diantara 
keduanya.  
Definisi 5 : [4] Untuk suatu himpunan string 
biner B, suatu k-kode-Gray pada suatu 
himpunan string B⊂{0,1}n adalah suatu barisan 
terurut (ordered list) ℬ pada B sedemikian 
sehingga jarak Hamming d  diantara dua string 
yang berurutan  dalam  ℬ  berjumlah paling 
banyak  k.  
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Misal  B  =  { 0000, 0001, 0010, 0100, 1000, 
1010,  0101 } ⊂ {0,1}4 . Jika   ℬ  =  { 0100, 
0101, 0001, 0000, 0010, 1010, 1000 }, maka ℬ  
adalah  1-kode Gray pada B. 
Jika ℬ ={1000, 0100, 0101, 0001, 0000, 0010, 
1010 }, maka  ℬ adalah 2-kode Gray pada B.  
 
Sebut Fn,p adalah barisan semua string 
Fibonacci oredr-p dimensi-n dan Ln,p adalah 
barisan semua string Lucas oredr-p dimensi-n. 
Selanjutnya sebut Q(Fn,p) dan Q(Ln,p) masing-
masing adalah kubus Fibonacci dan kubus 
Lucas order p-dimensi n  ( masing-masing 
adalah subgraf dari hypercube Qn  atas 
himpunan  Fn,p dan Ln,p). 
 
Teorema 6.  [4] Jika Q(Ln,p) adalah 
Hamiltonian, maka  n mod (p+1) ≠ 0. 
 
Misal z adalah suatu string panjang-k , 
notasikan       zn/k = zz...zzr ,            
 
                                       ⎣ n / k⎦ 
dengan r = n mod k . 
                                                                                              
Notasikan x   sebagai String biner panjang p+1  
:        x  = 1...100 
(Ernastuti) 
 
      Maka pada kasus ini  succ(x) = 1
                                                   
                            p-1    
                                                                                    
Misal  Fn,p   dan  Ln,p    masing-masing adalah 
barisan yang diperoleh dengan mengurutkan 
string dalam himpunan   Fn,p dan Ln,p dengan 
relasi ½ [4]. Dalam [7] dibuktikan bahwa string 
pertama first(Fn,p ) = 0 x (n-1)/(p+1)  dan string 
terakhir last(Fn,p ) =  x  n / (p+1)  . 
 
Lemma 7. [4] 
        (1) first(Ln,p ) = 0 x  (n-1)/(p+1)   
        (2) last(Ln,p ) =  x (n-1)/(p+1) 0 
 
Lemma 8.  [4] Misal x ≠ last(Fn,p ) dan s(x) 
adalah suksesornya dalam Fn,p , maka salah satu 
dari ketiga kondisi berikut terpenuhi :  
(1) Jika x berisi sejumlah ganjil bit 0 dan 
tidak mengandung akhiran string 1p-10. 
Maka pada  kondisi ini s(x) =  x1 x2 ... xn-1 
(1- xn )  
(2) Jika x berisi sejumlah genap bit 0 dan 
mengandung akhiran string 1p-10.  Maka 
pada kondisi ini s(x) =  x1 x2 ... xn-2 0 xn  
(3) Jika x berisi sejumlah genap bit 0 dan 
tidak mengandung akhiran string 1p-10, 
atau berisi sejumlah ganjil bit 0 dan 
mengandung akhiran string 1p-10. Maka 
jika x1x2...xk-1xk adalah awalan substring 
dari x dengan panjang minimal dengan 
sejumlah ganjil bit 0  sedemikian 
sehingga x = x1 x2 ... xn-2 0 x  (n-k-1)/(p+1)  
(ada kemungkinan x  (n-k-1)/(p+1) adalah 
substring ∅ ), maka pada kondisi ini s(x) 
=  x1 x2 ... xk-1 (1-xk ) 0 x (n-k-1)/(p+1). 
 
Proposisi 9. [4] Misalkan x ∈ Ln,p, x ≠ last(Ln,p 
) dan s(x) ∉ Ln,p,  maka satu kondisi berikut 
terpenuhi : 
(1) Jika n mod (p+1) = 0 dan  x = 1k00 
x(n−k−2)/(p+1)  dengan 0 ≤ k <  p −1 . 
Maka pada  kondisi ini,   
        succ(x) =  1k+100 x(nk-3)/(p+1)  =   s2(x) 
(2)  Jika x = 1k z  1l  0 dengan 0 <  k  ,  l <  p 
−1 , k + l  ≥  p −1. 
k  s(z) 1l  
0 =  s3(x) 
Tabel 1. Barisan L3,2
No x  s(x) d(x,s(x)) 
1 010 000 1 
2 000 001 1 
3 001 100 2 
4 100  1 
          
L3,2  adalah 2-kode Gray  pada L3,2 
 
Tabel 2. Barisan L4,2
No x s(x) d(x,s(x)) 
1 0100 0101 1 
2 0101 0001 1 
3 0001 0000 1 
4 0000 0010 1 
5 0010 1010 1 
6 1010 1000 1 
7 1000   
         
L4,2 adalah 1-kode Gray  pada L4,2 
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Tabel 1 dan 2  masing-masing menunjukkan  
himpunan barisan terurut string Lucas L3,2  
dan L4,2   .  
 
Akibat 10 :   
Jika n mod (p+1) ≠ 0, maka Ln,p adalah 1-kode-
Gray untuk Ln,p  Berarti barisan simpul dalam 
Ln,p membentuk suatu jalur Hamiltonian.  
Jika n mod (p+1) = 0 maka Ln,p adalah 2-kode-
Gray untuk Ln,p dan disitu ada tepat (p−1) string 
dengan jarak Hamming d(x, succ(x)) =  2. 
Berarti barisan simpul dalam Ln,p tidak 
mengandung  jalur Hamiltonian. 
 
Definisi 11 : [3] Barisan bilangan Fibonacci 
f(0), f(1), f(2), ... , memenuhi relasi rekursif : 
f(k+1) = f(k)+ f(k-1) dengan k ≥ 1, f(0) = 0 dan 
f(1) = 1. 
 
Akibat 12 :  Barisan bilangan Lucas g(0), g(1), 
g(2), ... , memenuhi relasi rekursif : g(k+1) = 
1.f(k-1)+ 2.f(k-2) , untuk k ≥ 2. 
 
3.  ALGORITMA  
 
Lemma 8, Proposisi 9 dan Akibat 10 digunakan 
untuk membangun algoritma pencarian jalur 
Hamiltonian pada kubus Fibonacci dan Lucas 
berikut :  
 
       Algoritma menentukan barisan simpul Fn,p 
yang dilalui jalur Hamiltonian  pada kubus 
Fibonacci :  
1. first(Fn,p ) = 0 x (n-1)/(p+1) 
2. x = first(Fn,p ) 
3. last(Fn,p ) =  x  n / (p+1) 
4. Jika x = last(Fn,p ) maka kerjakan 
langkah (6) 
5. Kerjakan Lemma 8, kemudian kerjakan 
kembali langkah (4). 
6. SELESAI. 
 
        Algoritma menentukan barisan simpul Ln,p 
yang dilalui jalur Hamiltonian  pada kubus 
Lucas :  
1. Tentukan barisan Ln,p dari Fn,p 
2. first(Ln,p ) = 0 x  (n-1)/(p+1) 
3. x = first(Ln,p ) 
4. last(Ln,p ) =  x (n-1)/(p+1) 0 
5. Jika x = last(Ln,p ) maka kerjakan 
langkah (9) 
6. Kerjakan Lemma 8 
7. Jika x ∈ Ln,p , x ≠ last(Ln,p ) dan s(x) 
∉ Ln,p, maka “Tidak ada jalur 
Hamiltonian”.  
8. Lanjutkan kembali ke langkah (5) 
9. SELESAI 
 
Barisan terurut simpul Fn,p dengan n= 4 pada 
p=2 yang dihasilkan algoritma diatas adalah  
F3,2 = {010, 000, 001, 101, 100} 
F4,2 = {0100, 0101, 0001, 0000, 0010, 1010, 
1000,1001}. Jalur Hamiltonian pada kubus 
Fibonacci Q(F3,2 ) dan Q(F4,2 ) dapat dilihat 
pada Gambar 6. 
 
              
                               (a) 
 
     
(b) 
 
Gambar 6. Jalur Hamiltonian pada (a) Q(F3,2 ) 
dan (b) Q(F4,2 )  
 
Barisan terurut simpul Ln,p dengan n= 4 pada 
p=2 yang dihasilkan algoritma diatas adalah  
L3,2 = {010,000,001,100} → “Tidak ada jalur 
Hamiltonian” pada Q(L3,2 ) 
                                                                                                                                                               (Ernastuti) 
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L4,2 = {0100, 0101, 0001, 0000, 0010, 1010, 
1000}. Jalur Hamiltonian pada kubus Lucas 
Q(L4,2 ) dapat dilihat pada Gambar 7. 
           
                         (a) 
         
                          (b) 
Gambar 7. (a) Tak ada Jalur Hamiltonian pada  
Q(L3,2 ) dan (b) Jalur Hamiltonian pada Q(L4,2 
) 
 
4.  ANALISA ALGORITMA 
 
       Barisan bilangan Fibonacci f(0), f(1), f(2), 
... , memenuhi relasi rekursif : f(k+2) = f(k+1)+ 
f(k) dengan f(0) = 0 dan f(1) = 1. Dengan 
demikian, barisan bilangan Fibonacci dimulai 
dengan 0, 1, 1, 2, 3 , 5, 8, 13, 21, 34 , 55,.... . 
[4] Fungsi untuk bilangan fibonacci f(k) adalah 
kooefisien dari yk . 
             F(y) = f(k) y∑
≥0k
k                     (4.1)    
             F(y) = y/(1−y−y2)                      (4.2)  
Dari [4],  
maka     f(k)  ∼ 1/√5 ((1+√5)/2)k           (4.3)   
 
Karena panjang string Fibonacci adalah n, 
maka Lemma 8 membutuhkan waktu O(n) .  
Jumlah string dalam Fn,p adalah setara  dengan 
(4.3), dimana n = k − 2. Dengan demikian, 
algoritma untuk menentukan barisan simpul 
Fn,p yang dilalui jalur Hamiltonian  pada kubus 
Fibonacci  akan membutuhkan waktu 
komputasi setara dengan O(n) ∗ (1/√5 
((1+√5)/2)k) , dimana k=n+2 ,  n ≥ 1.  
Dari definisi 11 dan Akibat 12 menunjukkan 
bahwa jumlah simpul didalam Ln,p < jumlah 
simpul didalam Fn,p. Maka waktu yang 
dibutuhkan algoritma untuk menentukan 
barisan simpul Ln,p yang dilalui jalur 
Hamiltonian  pada kubus Lucas  juga berada   
pada O(n) ∗ (1/√5 ((1+√5)/2)k) , dimana k=n−2 
,  n ≥ 1.    
Jumlah  simpul  Hypercube dimensi-n adalah 
N=2n . Karena (1/√5((1+√5)/2)k) < 2n , maka 
O(n)∗(1/√5((1+√5)/2)k) < O(n)*O(2n) , dan 
karena n = log N,  maka O(n)*O(2n) = O(log 
N)*O(N) = O(N*logN). 
 
5.  PENUTUP 
 
• Kinerja Algoritma untuk mencari jalur 
Hamiltonian pada kubus Fibonacci  dan 
kubus Lucas  menunjukkan bahwa pada p=2 
dan n ≥ 2 , dengan n = log N, dapat 
diselesaikan dalam waktu O(N*logN),     N = 
jumlah simpul dalam Hypercube dimensi-n. 
• Pada  p=2  dan n mod (p+1) = 0 , pada kubus 
Lucas tak ditemukan jalur Hamiltonian.  
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